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摘  要 

Top-k 检索算法研究，是信息检索领域的一个分支研究课题。Top-k 检索

在搜索引擎、信息查询、数据库管理等实际应用背景中有较广泛的应用，因此

近年来受到较大的关注。本文旨在研究基于预知解的高性能 Top-k 检索算法，

即通过对 Top-k 检索的解空间的相关推断，来提高实时 Top-k 检索的效率。本

文首先引入 Reverse Top-k 检索（2011 年）的概念。Reverse Top-k 检索在二维情

况下，对于给定点，求出使其满足 Top-k 条件的聚合函数的集合，其本质是

Top-k 解空间的预知性问题。基于 Reverse Top-k Algorithm (RTA)的思想，本文

提出了基于 RTA 的 Top-k 检索算法 (TBRT)。预处理过程中对所有的数据项都求

出 Reverse Top-k 的解，而在实时检索处理的时候进行逐点比较，即可求得 Top-

k 解集。随后，本文提出全新的预知解算法 Solution Prediction Algorithm 

(SPA)，基于最底层的几何意义：聚合函数和数据项均可视为向量，数据项的聚

合得分可视为两向量的点乘积。SPA 将 Top-k 的解空间划分为多个保序区域，

并通过一系列优化处理将保序区域合并为保解区域。由此构造出了聚合函数的

函数空间到 Top-k 解集空间的映射关系，为实时 Top-k 检索带来了很大的效率

提升。本文为每个算法作出了正确性的证明并给出了相应的实例。最后，通过

与另外三个 Top-k 检索算法 TA（2001 年）、DTA（2011 年）和 S-DTA（2011

年）的比较，可以看出 TBRT 和 SPA 使得 Top-k 检索效率有了较显著的提高。 

 

关键词：算法，信息检索，Top-k 检索，Reverse Top-k 检索，预知解 
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Abstract 

Top-k query has been widely studied recently in many applied fields such as 
information retrieval, multimedia databases and data mining. In this paper, we focus 
on high performance top-k query algorithms using prediction methods on solution 
space. We first introduce the reverse top-k query, a problem proposed recently. 
Reverse top-k query is run on a two dimensional dataset. Given a specific data item, 
reverse top-k returns a set of aggregation function where the given item is among the 
top-k answer when the aggregation function belongs to the set. Actually, reverse top-k 
query is a work based on solution prediction. Therefore, RTA can evolve into a series 
of top-k algorithms, named Top-k algorithms Based on Reverse Top-k (TBRT). The 
main idea of TBRT is to run RTA on every item in the given dataset offline and to find 
out the top-k answers by test the aggregation function on each item’s RTA result. In 
order to break the limitation on the number of dimensions as well as to improve the 
efficiency, we propose our second algorithm, the Solution Prediction Algorithm (SPA). 
SPA is based on a very simple geometric meaning: The aggregation functions and the 
items can be represented as vectors, so that the aggregating score is the dot product of 
the function vector and the item vector. SPA introduces the concept of Rank 
Watershed, which is a hyper-plane crossing the center and perpendicular to the line 
segment between two items p and q. It can be proved that p and q have the same score 
for the aggregation functions on their rank watershed. The relative rank of p and q 
changes when the aggregation functions move from one side to the other side of their 
rank watershed. Consequently, the rank watersheds partition the solution space into a 
set of areas. The aggregation functions in an area share the same solution set. If 
without any optimization, the number of the solution space areas would be 
considerable huge, which might significantly increase the computational effort. So 
SPA also contains a group of optimization methods to reduce the amount of the 
solution space areas. Hence, we can get the mapping from the aggregation functions 
to the solution sets, which can greatly improve the query efficiency. Finally, extensive 
experiments show that our algorithms have significant improvement on the efficiency, 
compared with Threshold Algorithm, Density Threshold Algorithm and Selective-
Density Threshold Algorithm. 

 
Keywords: Algorithms, Information Retrieval, Top-k Query, Reverse Top-k Query, 
Solution Prediction 
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第一章 引言 

第一节 背景综述 

Top-k 检索算法研究[4][5]，是信息检索领域的一个分支研究课题。近年

来，随着网络的普及和信息爆炸带来的数据库规模的急剧增长，Top-k 检索问题

受到了越来越多的重视和关注。Top-k 检索问题有着非常广泛的实际应用背景，

比如网页搜索引擎[6][7][10][11]、数据库检索查询[6][7][8][9]、多媒体数据库信

息管理[8][9]等等。Top-k 检索算法具有较强的研究价值，除了与其广泛而强大

的应用背景有关之外，一个理论上的主要原因是，Top-k 检索算法可以显著地摒

弃掉与用户或者与实际检索需求无重要关联的大量无关信息与对检索结果没有

任何影响的无关数据项，从而较为明显地提高信息检索与查询的质量和效率。 

然而 Top-k 检索算法也有较为明显的局限与不足，这也使得它往往需要加

以包装、优化与进行相应的改进之后，才能真正应用到其广泛的实际应用背景

中。首先，Top-k 检索算法需要将所有数据均用数字化表示，比如各个物体表示

为相应的数据项，物体的各个属性表示为数据集中的各个维度，物体的属性状

态与各态标志必须表示为数字化的本地分数等等。但是很多情况下，现实生活

中的一些实体与状态标志是很难表示为数字的，或者表示为数字之后会发生失

真的情况导致不可忽略的误差。除此之外，Top-k 检索算法模型要求输入的检索

形式为严格单调递增或严格单调递减的聚合函数，而且通常为严格单调递增的

聚合权函数。然而通常情况下，首先并不是所有检索都是可以表示为数学意义

上的聚合函数的，其次严格单调递增或严格单调递减的聚合函数这一要求通常

也不是广泛地可以达到的。另外 Top-k 检索算法模型要求空间维数有限等，也

属于一些局限性的表现。 

 

第二节 本文的工作 

离线优化处理[1][2][3][5]是 Top-k 检索算法研究领域的一个重要分支，目前

的离线优化工作多是对数据库的裁剪[3]，或是建立索引以辅助实时算法的执行

[1][2][23]，然而对 Top-k 检索解空间的预知性研究却很少。 

本文旨在研究 Top-k 检索问题解空间的预知性问题。即通过对 Top-k 检索

的解空间的相关推断，来提高实时 Top-k 检索的效率。 
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2011 年提出的 Reverse Top-k 检索[15]衍生于经典 Top-k 问题，可描述为：

在二维情况下，即数据集的属性值的个数为二，对二维数据库中的某一项，求

出聚合权函数的集合，使得在实时 Top-k 检索查询时，当聚合权函数为此集合

中的一员时，此项为 Top-k 检索结果中的一解。其引入了较为直观的几何意

义：二维平面中，将聚合权函数表示为二维向量 f，同时将所给定的二维数据集

中的所有二维数据项表示为平面中的一点（使用点的平面坐标表示其在各属性

的本地分数，必要时可以进行归一化），经过给定点 p 的垂直于聚合权函数向量

f 的直线为 p 的“优胜线”，此“优胜线”将平面分割为两个区域，左下区域中

的所有数据点的 Top-k 检索排名均劣于数据项 p。Reverse Top-k 检索问题并未受

到关注，但其本质是对 Top-k 检索解空间的预知性问题。 

因此，Reverse Top-k 检索可以作为 Top-k 检索算法的离线优化处理，求出

每个项的 Reverse Top-k 检索的解集，线上处理时，若聚合函数属于某个项的

Reverse Top-k 检索解集，则此数据项为此 Top-k 检索查询的一个解。逐点比

较，算法复杂度为 O(n)。 然而 Reverse Top-k 检索很难适用于高自由度的高维

情况，这也是其无法推广的重要原因之一，且其对具有 n 个数据项的数据集合

需要执行 n 次 Top-k 检索算法，这个代价也是可观的。 

于是本文提出基于预知解的 Top-k 检索算法 Solution Prediction Algorithm

（SPA），基于非常简单的几何意义：在 m 维情况下，即给定数据集合中的属性

值的个数为 m，每个数据项 x 和每个聚合权函数 f 均视为 m 维向量，则 f(x)即

为数据项向量 x 与聚合权函数向量 f 的向量点乘积，或者是数据项向量 x 在聚

合权函数向量 f 上的投影长度。可以证明，聚合权函数向量 f 的模长度并不影响

Top-k 检索的解集组成，故本文只考虑其方向向量，可取第一卦限的单位斜截面

E 作为研究（亦可取第一卦限单位超球面作为研究对象，并无影响）。另可证，

m 维数据空间中的两个数据点 x1和 x2，记 P 为经过原点、以向量 x1x2为法向量

的 m-1 维超平面，则对于超平面 P 上任意的聚合权函数向量 f，均有 f(x1) = 

f(x2)。每当聚合权函数向量从超平面 P 的一侧变化到另一侧的时候，x1 与 x2 的

Top-k 检索排名顺序必发生对调，故超平面 P 可视为 x1与 x2的“排序分界面”。

如此，单位斜截面 E 被众多排序分界面分割为许多独立区域，对于落在同一个

区域内的聚合权函数，其 Top-k 检索解集中的 n 个数据项的排序是一致的，或

者说，与单位斜截面 E 相交于同一个区域内的所有聚合权函数向量，拥有相同

的 Top-k 检索解集结构。 
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     然而若不进行处理，则拥有 n 个数据项，即势为 n 的数据集，将产生共

计 Cn
2个分界面，这在 n 的数值巨大的时候是很大的数目。故进行以下处理： 

1、利用 Top-k 检索中的 Domination Relationship，剔除被超过 k-1 个其他数

据项 Dominate 的项。 

2、若几个数据点共线，则两两之间的排序分界面相同，记为一个。 

3、将单位斜截面 E 上的每一个区域视为图的结点，相邻区域之间连上一

边，构成一个无向图 G。取超平面 E 边界上的一个区域、即无向图 G 的一个结

点 v0，取其中的一个聚合权函数进行 Top-k 检索，求出其 Top-k 检索的解集

R。从 v0开始对无向图 G 进行广度优先搜索 (Breadth First Search, BFS)，每次遍

历经过排序分界面 P(x1, x2)时，考察若： 

   a. x1∈R 且 x2∈R，则 R 不变，两区域的 Top-k 检索解集的组成是一致的，

故可合并两区域，去除此段排序分界面，因其对 Top-k 检索解集构成无影响； 

   b. x1∉R 且 x2∉R，则 R 不变，两区域的 Top-k 检索解集的组成是一致的，

故可合并两区域，去除此段排序分界面，因其对 Top-k 检索解集构成无影响； 

   c. x1∈R 且 x2∉R，则将 x1从 R 中移出，将 x2并入 R 中，成为新的 Top-k

检索解集 R，保留此段排序分界面，因其导致 Top-k 检索解集构成发生变化； 

   d. x1∉R 且 x2∈R，则将 x2从 R 中移出，将 x1并入 R 中，成为新的 Top-k

检索解集 R，保留此段排序分界面，因其导致 Top-k 检索解集构成发生变化。 

此 BFS 遍历结束后，将使得单位斜截面 E 上的区域的数目最小化，并且每

个区域都与一个 Top-k 检索解集形成单射。可以证明，不同区域的 Top-k 检索

解集必定是不同的。整个处理过程仅需要计算一次 Top-k 检索的解集（v0 的

解），且无维数限制。 

   经过以上三步之后，可以构造聚合权函数向量到 Top-k 检索解集的哈希函

数，实时 Top-k 检索时，输入聚合权函数，通过哈希函数可以高效地得到对应

的 Top-k 检索解集，最佳情形为 O(1)，最坏情形由所取哈希函数决定。 

 

第三节 本文组织结构 

本文的结构安排如下： 

首先，在第二章中，本文将对 Top-k 检索查询问题进行简介，并作出正式

的严格定义，同时给出一些实际应用的例子。随后，本章将介绍 Top-k 检索算
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法研究领域的相关工作与成果，并重点介绍将用于实验性能效率对照的三个

Top-k 检索算法：Threshold Algorithm [4]，Density Threshold Algorithm [2]与

Selective-Density Threshold Algorithm [2]。 

在第三章中，本文将介绍 Reverse Top-k 检索问题[15]及其引入的几何意

义，随即引入 Reverse Top-k Algorithm [15] (RTA)，给出相关的检索示例进行算

法分析。基于 Reverse Top-k 检索问题和 RTA，本文随即提出基于 Reverse Top-k 

Algorithm 的 Top-k 检索算法（Top-k algorithms Based on Reverse Top-k, TBRT）。

最后就 TBRT 算法的几点不足和局限性进行分析。 

在第四章中，本文将提出全新的基于预知解的高性能 Top-k 检索算法

Solution Prediction Algorithm（SPA）。并就其几何意义和相关优化细节进行必要

的探讨，同时对一系列相关的定理进行证明。 

随后的第五章为实验验证与展示分析章节。本章将在不同数据分布与不同

数据规模的数据集合上设计一系列对比实验，通过与 Threshold Algorithm，

Density Threshold Algorithm 和 Selective-Density Threshold Algorithm 的对比实

验，可以看出，TBRT 算法与 SPA 算法在 Top-k 检索的效率和性能上有较为显

著的提高。 

最后，在第六章中，将进行全文的总结和展望。对此次毕业设计和本科毕

业论文中的所有内容和工作进行总结性的概述，并对这些工作与成果如何进一

步提高与改进进行展望。 
 

第二章 Top-k检索的定义与相关工作 

第一节 Top-k检索问题简介 

假设有大量的物体或者数据项，每个物体有 m 个属性，其在每个属性上对

应有一个分数，称之为该物体或数据项在此属性上的本地分数（local score）。

通过输入一个聚合权函数[4]（aggregate weight function），一个物体或数据项的

m 个本地分数可以被聚合到一个总的分数。然后要选者总分数最大或最小的 k

个物体。这就是 Top-k 检索查询问题的简单描述。 

可以举一个现实生活实际应用中的简单例子[12]来说明 Top-k 检索查询的具

体含义。以中国科学技术大学的 GPA 排名计算为例，中国科学技术大学的每个

学生就是一个物体 xi，而每一门课或者说每门考试就是一个属性，每门考试的
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得分 si(x)就是该学生在这门课上所得的 GPA。那么加权 GPA 计算的聚合权函数

应该是这样的： 

1
( ) ( )

m

i i
i

USTC GPA x w s x
=

− = ⋅∑  

其中 wi是每门课程的权重（实际上应该是这些课的学分数和课时数），si(x)

是该学生在这门课上的成绩，可以以 GPA 的形式，也可以以具体得分的形式。 

现在需要求出 GPA 排名的前 k 个学生，就是 Top-k 检索查询问题的一个最

简单的应用。 

Top-k 查询在很多领域都有运用。比如说信息检索（information retrieval）

[6][7]、网络和系统监控（network and system monitoring）[8][9]、P2P 系统和传

感网络（P2P systems and sensor networks） [10][11]等。近年来，随着网络的普

及和信息爆炸带来的数据库规模的急剧增长，Top-k 检索问题受到了越来越多的

重视和关注。Top-k 检索算法具有较强的研究价值，除了与其广泛而强大的应用

背景有关之外，一个理论上的主要原因是，Top-k 检索算法可以显著地摒弃掉与

用户或者与实际检索需求无重要关联的大量无关信息与对检索结果没有任何影

响的无关数据项，从而较为明显地提高信息检索与查询的质量和效率。 

Top-k 检索算法的普遍模型是给定一个有限的数据集合，其规模大小为 n，

即具有 n 个数据项；数据集的度为 m，即属性列的个数为 m。各数据项在各属

性上具有各自的本地分数，归一化处理之后取值范围为[0, 1]。检索的输入形式

为严格单调递增或者严格单调递减的 m 维聚合权函数，检索的输出结果为聚合

得分最高或者最低的 k 个数据项的集合。 

以上的通用 Top-k 检索算法模型具有较少的限制，为了使模型更具体化，

Fagin 等人提出了一个具有更多限制的具体 Top-k 检索模型[4]，简称有序属性表

Top-k 检索算法模型：数据库有 m 个表（list），每个表（list）有 n 个数据项并

根据本地分数进行降序排序。每个数据项可以被顺序访问（sorted access）和随

机访问(random access)。针对这一模型，Fagin 提出了 Fagin’s Algorithm [4] (FA)

作为一般的求解算法。随后 Fagin 又提出了 TA 算法 [4](Threshold Algorithm)，

并证明了 TA 算法的实例最优性 [4](instance optimality)，TA 算法被认为是 Top-k

检索研究领域的经典高效算法。对于某些数据库，随机访问的代价是十分巨大

甚至无法实现的。针对无随机访问的 Top-k 模型，Fagin 等人提出了 No Random 

Access [4](NRA)算法。精确 Top-k 检索的研究一直是一个很活跃的学术领域。 
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第二节 Top-k检索算法模型定义 

本文的模型定义[12]如下：假设有 n 个物体（object）和 m 个表（List），

记为 1 2, ,..., ML L L ，每个表代表物体的属性（attribute）。每个表有 n 个数据项，

每个数据项如 ( , ( ))ix s x 其中 x 表示物体， ( )is x 表示 x 的第 i 个本地分数（local 

score）。每个数据项既能做顺序访问（sorted access），也能做随机访问（random 

access）。每个物体通过一个聚合函数（aggregation function）得到一个总的分

数。Top-k 检索查询的目标就是找到 k 个总分数最高的物体（Top-k）。 

其中聚合函数必须是单调函数（Monotonic Function）： 

定义 2.1 Monotonic Function.[4] 聚合函数 f 是 Monotonic Function，如果 f 

(a1, a2 … am) ≤ f (a1’, a2’ … am’),其中对于任意 i 均有 ai ≤ ai’。 

在本文中，假设聚合函数是加权求和函数
1

( ) ( )
m

i i
i

f x w s x
=

=∑ , 其中 si(x) ∈ [0, 1] 

and 
1

1
m

i
i

w
=

=∑  (wi ≠ 0). 

 

第三节 Threshold Algorithm 

针对经典的 Top-k 检索模型，Fagin 等人相应地提出了 TA 算法 [4]

（Threshold Algorithm），并证明了 TA 的实例最优性[4]（instance optimality），

随后 TA 成为 Top-k 检索研究领域的经典算法。 

TA 算法的描述如图一所示，其中符号如表 1 所示。 
表 1  符号定义 

n 物体个数 k 返回的个数 
m 表的数量 Li 第 i 个数据表 
f 聚合函数 ( )is x  x的第 i 个本地分数 
Y 检索结果集合 xi 第 i 个表的最底分数 

TA 的基本思想是这样的： 

首先在预处理过程中，将所给定的数据集中的所有属性表进行排序，使得

所有属性表中的数据项均按其在该属性上的本地分数降序排列（最大 Top-k 检

索情况）或升序排列（最小 Top-k 检索情况）。预处理结束后，数据集的形式即

满足了 Fagin 等人提出有序属性表 Top-k 检索算法模型[4]。随后在实时检索处

理过程中，执行以下三步： 

10 
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图一    Threshold Algorithm 

1. 平行地顺序访问各个属性表，每当一个物体被顺序访问，即做随机访问

后求得它的总分数，如果它是目前为止见到的 k 个得分最高的物体，则记住它

和它的得分； 

2. 对于每一个属性表 Li，令 ix 为 Li最后一个被顺序访问所得到的分数。定

义下界τ 为 t( 1x , ….. , mx )，t 为聚合函数。当且仅当至少 k 个已被访问的物体

的得分不小于τ 时，TA 终止。 

3. 令 Y 为记录当前得分最高的 k 个物体的集合，则 TA 终止时返回 Y。 

 表 2 数据表示例 
L1 L2 L3 

   

(x2,0.9) (x1,0.8) (x3,0.7) 

( x1,0.5) (x4,0.7) (x4,0.6) 

( x3,0.4) (x2,0.6) (x2,0.5) 

( x5,0.3) (x3,0.3) (x5,0.2) 

( x4,0.1) (x5,0.2) (x1,0.1) 

这里使用一个示例来说明 TA 的执行过程。 

示例 1： 假设 n = 5, m = 3, k = 1, f = sum。 数据集如表 2 所示。首先，TA

通过顺序访问 L1得到 x2。然后 TA 通过在 L2和 L3上的随机存取找到它的第一个

和第二个本地分数，接下来计算总分 f(x2) = 2。 因为 τ = 2.9（初始化时，si = 

11 
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1）。此后，TA 继续顺序访问 L1。 在第二次顺序访问的时候，TA 找到 x1，然后

TA 通过随机访问 L1 和 L2 得到它的第一个和第二个本地分数并计算总分 f(x1)= 

1.4。 当前结果的集合 Y 仍然包含 x2，但 r 被更新为 2.7。τ > f(x2)，所以 TA 继

续在 L2上做顺序访问。 一直重复这个过程直至 TA 在 L1上做完 2 次顺序访问和

在 L2与 L3做完一次随机访问（τ = 2.0 ≤ λ = f(x2)）。 因此，在本例中，TA 通过

4 次随机访问和 8 次随机访问找到 Top-1 结果。 

 

第四节 Density Threshold Algorithm与 Selective-DTA 

Density Threshold Algorithm [2]（DTA，2011 年）与其同系优化算法

Selective Density Threshold Algorithm [2]（S-DTA，2011 年）是近年提出的基于

Threshold Algorithm [4]（TA，2001 年）进行实时性能优化的高效 Top-k 检索查

询算法。除了与 Top-k 检索查询的经典 TA 算法做实验对照之外，本文亦选择了

DTA 与 S-DTA 这两个年轻的高效算法作为实验对照对象，用以测试 TBRT 算法

与 SPA 算法在实际应用中的效能提升情况。 

本节简单地介绍 DTA 算法与 S-DTA 算法。 

首先，DTA 算法的算法描述如图二所示： 

 
图二  Density Threshold Algorithm 
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DTA 算法[2]是基于 TA 算法[4]的改进算法，首先在预处理过程中，DTA 算

法执行与 TA 算法一致的预处理，将所给定的数据集中的所有属性表进行排

序，使得所有属性表中的数据项均按其在该属性上的本地分数降序排列（最大

Top-k 检索情况）或升序排列（最小 Top-k 检索情况）。随后 DTA 算法在离线情

况下在数据集合上建立其辅助数据结构 Density Index。 

线上处理时，DTA 算法基于线下处理时构造的 Density Index [2]，每次进行

类似 TA 算法中的平行访问时，DTA 算法选择是的 Threshold Value 下降最快的

属性列进行访问，实现实时选择的类平行访问。 

S-DTA 算法[2]是对 DTA 算法在实例最优性上的改进和优化，可以证明，

DTA 算法本身不是实例最优的[2]，这会使得在某些情况下，DTA 算法会得到最

坏的结果——花费最长的时间。S-DTA 算法解决了 DTA 算法中的实例最优性问

题，其算法描述如图三所示： 

 

图三  Selective Density Threshold Algorithm 

可以证明，S-DTA 算法是实例最优的。由于 DTA 算法和 S-DTA 算法仅是

本文中用于实验对照的两个算法，并无太大的探讨意义，故在本文中不再详细

描述。 
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第三章 Reverse Top-k检索、RTA算法与 TBRT算法 

第一节 Reverse Top-k检索问题 

一、Reverse Top-k 检索问题的研究背景 

如前所述，Top-k 检索查询对于输入的检索聚合权函数，返回聚合总分最

高的 k 个数据项。从商业实际应用背景的角度来看，检索的聚合权函数即为用

户的需求，而数据库中的数据项即为商业产品，则 Top-k 检索查询所返回的是

最符合用户输入要求的 k 个产品，这是从用户、消费者角度出发的一种查询检

索。然而，从商人或者企业经营者的角度，则需要与 Top-k 检索相对的一种

“逆”Top-k 检索查询。这就是 Reverse Top-k query [15]（2011 年提出）的大背

景。商人或者企业经营者需要考虑和追求的是，在相同的市场环境下（即相同

的数据库分布状态下），使得自身的产品尽量地满足最多用户的检索要求。数学

化的描述是，给定一个数据库，指定数据库中的某一项，求出聚合权函数的集

合，使得在实时 Top-k 检索查询时，当聚合权函数为此集合中的一员时，此项

为 Top-k 检索结果中的一解。 

二、Reverse Top-k 检索问题的定义 

本小段给出 Reverse Top-k 检索问题的严格定义如下： 

定义 3.1 Reverse Top-k query. [15] 给定一个数据集，正整数 k，指定数据集

中的某一项 p，Reverse Top-k query 返回函数集合 R’ = RTOPk(p)：对于∀f ∈ 

R’，均有 p ∈ TOPk(f)，i. e.，∃q ∈ TOPk(f)，有 f(q) ≤ f(p)。 

Reverse Top-k 检索查询的简单数学化表示为： 
( ) { '[ ] | '[ ], ( )}k kRTOP p R i f R i p TOP f= ∀ ∈ ∈ 。 

为了更直观地说明 Reverse Top-k 检索问题，这里举一个简单的例子来进

行说明。 

示例 2：如图四所示，将给定的二维数据集映射到二维平面坐标系中，每

个属性表示为平面的一个维度。User preference 代表用户喜好，即用户用于进行

Top-k 实时检索查询时将输入的聚合权函数的各个权值，这里取 k 为 1，即 Top-

k 检索将返回得分最高的物体或数据项。这个示例的实际应用背景是 Bob、Tom

和 Max 三人考虑买一辆二手的小汽车，这里将问题简化了，小汽车具有两个属

性：价格 price 和年龄 age。三个用户根据自己的喜好给这两个属性赋以了各自
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的权重，由于每人只买一辆小汽车，所以这是一个 Top-1 检索查询。 

对于聚合权函数为(0.9, 0.1)的 Bob 而言，p1是其 Top-1 检索的结果。而 p2

则既是 Tom 的 Top-1 检索结果，又是 Max 的 Top-1 检索结果。事实上，所有

w[price]在区间[1/7, 5/6]范围内的检索聚合权函数都使得 p2 是 Top-1 检索的结

果，也即是 p2的 Reverse Top-k 检索的解集。 

 
图四   Reverse Top-k 检索查询示例 

图四中的右下图即为 Reverse Top-1 检索的解空间简图，第一象限的单位

截线段 w[price] + w[age] = 1 代表了所有聚合权函数的投影范围，实线部分即为

p2的 Reverse Top-k 检索的解集。因此，Reverse Top-k 检索的解空间是由 w[price]

与 w[age]所定义的空间。 

 

第二节 Reverse Top-k Algorithm 

本章的上一节已经详细的介绍了 Reverse Top-k 检索查询问题，在这一节

中，将提出在属性值个数为二的情况下，即二维数据集合的条件下，解决

Reverse Top-k 检索查询问题的算法：Reverse Top-k Algorithm [15]（RTA）。首

先，第一小段将对 Reverse Top-k 检索问题在二维平面空间下的几何意义进行探

讨，由此引出 RTA 的基本算法思想，最后在第二小段中对 RTA 进行详细的算

法描述，并给出简单的示例用以说明算法的执行过程。 

一、Reverse Top-k 检索问题的几何意义探讨 

在欧几里德空间中，一个线性的 Top-k 检索查询可以被表示为一个向量

w，这个向量为聚合权函数向量，向量 w 的每一维的坐标即为聚合权函数在相
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应维度的权值。 

定义 3.2 优胜线. [15] 给定二维数据集，将其映射到二维平面坐标系中，对

于某数据点 p 与聚合权函数 w，垂直于聚合权函数向量 w，且经过数据点 p 的

直线，即为数据点 p 对于聚合权函数 w 的优胜线。 

优胜线的示意图如图五，其实 w 为(0.5, 0.5)，p 点取为 p2： 

 
图五  优胜线示例 

可以看出，优胜线将平面坐标区域经过 p 点分割为左下区域和右上区域。 

定义 3.3 优胜区域. 已知数据点 p 对于聚合权函数 w 的优胜线，其相应的优

胜区域为使得其中所有数据点在聚合权函数为 w 的 Top-k 检索查询中的排序名

次均优于数据点 p 的区域，记为 Hw(p)。 

定理 3.1 对于最小 Top-k 检索查询，数据点对于聚合权函数的优胜区域为左

下方区域；对于最大 Top-k 检索查询，数据点对于聚合权函数的优胜区域为右

上方区域。 

证明：记 l 为数据点 p 对于聚合权函数 w 的优胜线。数据点 x 对于聚合权

函数 w 的聚合分数为 

1 1 2 2( )

cos ,

f x w x w x

w x w x w x

= +

= = × × < >
     



 

其中，记 1 2( , )w w w=


， 1 2( , )x x x=


。因给定的聚合权函数向量 w 的模长度

对于所有数据点均一致，故仅 cos ,x w x× < >
  

对 Top-k 检索查询的排序结果

产生影响，此项数值即为数据项向量 x 在聚合权函数向量 w 方向上的投影长

度。因数据点 p 对于聚合权函数向量 w 的优胜线垂直于 w 且通过 p，可知位于

优胜线左下方区域的向量在聚合权函数向量 w 方向上的投影长度均小于数据点
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p 在 w 方向上的投影长度，而优胜线的右上方区域的向量在聚合权函数向量 w

方向上的投影长度均大于数据点 p 在 w 方向上的投影长度。由此可知，落于优

胜线左下方区域的数据点，在聚合权函数为 w 的情况下，聚合得分均小于数据

点 p，而落于优胜线右上方区域的数据点，在聚合权函数为 w 的情况下，聚合

得分均大于数据点 p。 

因此，对于最小 Top-k 检索查询，数据点对于聚合权函数的优胜区域为左

下方区域；对于最大 Top-k 检索查询，数据点对于聚合权函数的优胜区域为右

上方区域。证毕。 

示例 3 以图五为例，聚合权函数向量 w = [0.5, 0.5]，取定点 p2，则所有落

在数据点 p2对于聚合权函数 w 的优胜线 l 上的数据点 pi，其聚合得分均为 fw(pi) 

= fw(p2) = 4.5。另外，p2亦是此数据集合上的最小 Top-2 检索 0.5x+0.5y 的结果

之一，它在此最小 Top-k 检索查询中排序为第二。从图中可见，其优胜区域

Hw(p2)中，仅有一个数据点 p3。然而，若为最大 Top-k 检索查询，则数据点 p2

对于聚合权函数 w 的优胜区域则为优胜线 l 的右上方区域，可见其最大 Top-k

检索排序为第九。 

二、RTA算法的描述及分析 

本小段将介绍用于在属性值个数为二的情况下解决 Reverse Top-k 检索问题

的高效算法 Reverse Top-k Algorithm [15]，简称 RTA。 

如前所述，对于给定数据点 q，其 Reverse Top-k 检索问题的解集可以表示

为 
( ) { : ( )}k i j i k jRTOP q W w W q TOP w= ∃ ∈ ∧ ∈  

示例 4 考虑图六(a)中的二维数据集合的情况下，对于所有的聚合权函数，

仅有 p、q、r 三点有可能成为最小 Top-1 检索的结果。故存在至少一个聚合权函

数 wi，使得 q 成为其 Top-1 检索查询的解，即 q∈TOP1(wi)。所以至少存在一个

聚合权函数区间 Wi∈RTOP1(q)。为了求出 Wi 的各个边界值，必须考察线段 pq

和 qr 的情况。 

令 w1 为垂直于线段 pq 的聚合权函数向量，则有 fw1(p) = fw2(q)，故在

TOP1(w1)检索中，数据点 p 和 q 有完全相同的排序。又直线 lw(p)垂直于聚合权

函数向量 w 且经过 p，定义了聚合得分的总分值和数据点对于 w 的 Top-1 检索

的排序。对于比聚合权函数向量 w1 具有更大或者更小的旋转角度的聚合权函

数，p 和 q 的相对排序位置对调。如果对于比聚合权函数向量 w1 具有更小的旋
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转角度的聚合权函数，数据点 p 的排序低于数据点 q，则对于比聚合权函数向

量 w1具有更大的旋转角度的聚合权函数，数据点 p 的排序高于数据点 q。因为

数据点 p 和数据点 q 的相对排序位置仅对调一次，则必存在惟一一个分区间

Wi，使得对于任意聚合权函数 w∈Wi，均有 q∈TOP1(w)成立。 

 

图六   RTA 算法思路推导示例 

此唯一分量 Wi是由聚合权函数向量 w1和 w2决定的 ，其中 w1为垂直于线

段 pq 的聚合权函数向量，w2 为垂直于线段 qr 的聚合权函数向量。此数据集合

中，数据点 q 的 Reverse Top-1 检索的解集中，所有的聚合权函数 w 均满足以下

不等式： 

[1]
1 1

qr pq

qr pq

w
λ λ

λ λ
≤ ≤

− −
 

其中，
[2] [2] [2] [2]
[1] [1] [1] [1]pq qr

q p r q
q p r q

λ λ− −
= =

− −
与 分别是直线 pq 和直线 qr 的斜率。

以上的不等式是由 1 2w pq w qr⊥ ⊥与 推断而来的。在图六(b)中，数据点 q 的

Reverse Top-1 检索的解集为二维平面空间坐标系中第一象限单位斜截线 w[1] + 
w[2] = 1 上标出的实线部分。 

由此，本段给出 Reverse Top-k Algorithm（RTA）的算法描述如图八所示： 

在此，本段给出一个 RTA 算法的执行示例，便于详细说明 RTA 算法的执

行过程： 

示例 5 对于图七(b)中的示例，对数据点 q 进行 Reverse Top-k 检索，执行

RTA 算法过程如下：p5 的 Top-k 检索排序必定劣于 q，而 p6 的 Top-k 检索排序

必定优于 q，这对于任意的聚合权函数 w 都是成立的，下一章中将解释这一规

律为 Domination Relationship。所以第五行中实际上是将所有 Dominate 数据点 q 
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图七   RTA 算法执行示例 

 

图八   RTA 算法描述 

或者被数据点 q 所 Dominate 的数据点从考虑范围内剔除，因为它们对于数据点

q 的 Top-k 检索排序的相对位置不会改变，不具比较意义。幸运的是，使得数据

点 pi与数据点 q 的 Top-k 检索排序位置对调的聚合权函数 wi，可以由直线 qpi的

垂线所决定。所以，RTA 算法对所有直线 qpi 进行考察，其中 pi 是与数据点 q
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不具有任何 Domination Relationship 的所有数据点。这些直线决定了解集 W 的

各个分量 Wi 的各个边界值，故在第七行中，将所有的这些聚合权函数 wi 保存

在列表 W’中。因此，RTA 通过对列表 W’进行处理来求解 q 的 Reverse Top-k 检

索的各个解。 

在图七(b)中，经过第十行的排序之后，可以得到列表 W’为{w1, w2, w3, 

w4}，其排列顺序分别对应于直线 qp1, qp2, qp3, qp4。随后，第十一行中，w0 和

w5 被加入到列表 W’中。在第十二行中，对于第一个聚合权函数向量 w0，所有

在其优胜区域 Hw0(q)中的数据点都被访问。又如前所证，落在优胜区域 Hw0(q)

内的数据点的个数决定了数据点 q 在基于聚合权函数 w0的 Top-k 检索中的排序

（第十三行）。在这个例子中，Top-k 检索的初始解集 R 是{p4, p6, p1}，故数据

点 q 的初始 Top-k 检索排序为 4。在经过聚合权函数向量 w1之前，q 的 Top-k 检

索排序的位置不会改变。这里，可以设 k = 3，则对于第一个聚合权函数分量

W0 = [w0, w1]，数据点 q 的 Top-k 检索排序高于 k，所以分量 W0可以被剔除。

随后，在下一个分量 W1 = [w1, w2]中，因为数据点 p1 ∈ R（第十八行），这意味

着在区间 W1中，数据点 p1和 q 的相对 Top-k 检索排序位置对调，故数据点 q 的

Top-k 检索排序为 3。在第十六行中，W1 被加入到解集 RTOP3(q)中。依此类

推，RTA 算法考察了所有聚合权函数分量 Wi中数据点 q 的 Top-k 检索排序。在

本例中，W1即为 RTOP3(q)中唯一一个聚合权函数分量。 

 

第三节 Top-k algorithm Based on Reverse Top-k 

在本节中，将介绍基于 Reverse Top-k 检索查询的 Top-k 检索算法：Top-k 

algorithm Based on Reverse Top-k，简称 TBRT 算法，如图九所示。 

如前所述，Reverse Top-k 检索问题并未受到关注，但其本质是对 Top-k 检

索解空间的预知性问题。这符合本文的研究目的——通过对 Top-k 检索的解空

间的预知性研究来提高实时 Top-k 检索的效率与性能。因此，Reverse Top-k 检

索可以作为 Top-k 检索算法的离线优化处理，求出每个项的 Reverse Top-k 检索

的解集，线上处理时，若聚合函数属于某个项的 Reverse Top-k 检索解集，则此

数据项为此 Top-k 检索查询的一个解。逐点比较，算法复杂度为 O(n)。于是，

本节提出基于 Reverse Top-k Algorithm 的 Top-k 检索算法： 

Reverse Top-k Algorithm 的正确性保证了 TBRT 算法的正确性。 
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图九   TBRT 算法描述 

第四章 基于预知解的高性能 Top-k算法 

第一节 几何意义探讨与相关定理 

一、 最底层的几何意义：向量点乘积 

在第三章中，探讨了 Reverse Top-k 检索问题中，在二维情况下的几个重要

的几何意义：优胜线与优胜区域，并相应地证明了一个定理。事实上，Reverse 

Top-k 检索中的优胜线与优胜区域的几何意义虽然直观，但却不够简洁，这也是

使得 Reverse Top-k 检索查询问题算法：Reverse Top-k Algorithm（RTA）的应用

范围被限制与二维情况下的一个重要原因。当属性值的个数为多个的时候，

Reverse Top-k 检索的解空间处于高自由度的高维情形下，这使得 RTA 算法执行

的主要思想变得十分复杂，难以实现。 

为了使得算法即基于对解空间的预知性研究问题，又可以推广应用于高维

情况而不受维数的限制，必须重新设定整个算法所依赖的几何意义。为了摆脱

高维数带来的高自由所导致的各种限制，算法所依赖的几何意义必须尽量地简

单化、尽量地底层化，使得附加的限制最小化。 

对于聚合权函数为 f 的 m 维 Top-k 检索查询，将给定的 m 维数据集合映射

到对应的 m 维空间中，每一 m 维数据项 x 与空间中的一个 m维数据点 p 对应，

点 p 的每一维的坐标值均为数据项 x 在相应属性上的本地分数。将聚合权函数 f

表示为聚合权函数向量 w，其中向量 w 的起点为坐标系原点，指向以聚合权函

数 f 各维所赋权值为各维度坐标值的点。同时将所有数据点 p 表示为数据向量

21 



中国科学技术大学本科毕业论文 

p，其中向量 p 的起点为坐标系原点，指向数据点 p。故有： 

引理 4.1 在以上欧几里德几何坐标系设定下，对于聚合权函数为 f 的 m 维

Top-k 检索查询，数据项 x 的聚合总得分 f(x)为向量 w 与向量 p 的点乘积，即

( )f x w p=
 

 。 

证明：易证得 

1 1
( )

m m

i i i i
i i

f x f x w p w p
= =

= ⋅ = ⋅ =∑ ∑
 

 ，故得证。证毕。 

引理 4.2 聚合权函数向量 w 的模长度，不影响 Top-k 检索查询的解集构

成。 

证明： 对于数据项 x 与数据项 y，其中 x 在 m 维空间中的映射数据点为

p，y 在 m 维空间中的映射数据点为 q。由于聚合权函数向量 w 的模长度对于所

有数据项都是一致的，故有： 

1 1

1 1

( ) ( )

cos , cos ,

cos , cos ,

m m

i i i i
i i

m m

i i i i
i i

f x f y f x f y

w p w q

w p w q

w p w p w q w q

p w p q w q

= =

= =

≤ ⇔ ⋅ ≤ ⋅

⇔ ⋅ ≤ ⋅

⇔ ⋅ ≤ ⋅

⇔ × × < >≤ × × < >

⇔ × < >≤ × < >

∑ ∑

∑ ∑
   

       

     

 

由上可见，两数据项 x 与 y 的聚合总得分的大小关系与聚合权函数向量 w

的模长度无关，仅决定于对应的数据向量 p 与 q 在聚合权函数向量 w 的方向向

量上的投影长度（如图十所示）。证毕。 

 
图十   数据向量在聚合权函数向量上的投影 

将聚合权函数和数据项的聚合运算，转换为两个向量的点乘积，是非常简

单与底层的几何意义，不受任何维数的自由度限制，是一个可行的方案。然
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而，这仅是最底层的几何意义，不足以构成算法的支撑，还需要在此基础上定

义更多的几何意义。 

二、 排序分界面的引入 

定义 4.1 排序分界面. 在 m 维欧几里德空间中，考察两个数据点 p 与 q。令

P 为经过坐标系原点、以向量 pq 为法向量的 m – 1 维超平面，则超平面 P 为数

据点 p 与 q 的排序分界面。 

 “排序分界面”的几何意义顾名思义，是两个数据点 p 与 q 在 Top-k 检索

查询中的的排序位置的分界面，即若对于终点落在排序分界面 P 一侧的聚合权

函数向量 w，有 fw(p) ≤ fw(q)， 则对于终点落在排序分界面 P 另一侧的聚合权函

数 v，必有 fv(p) ≥ fv(q)。下面将证明此段推论的正确性。 

定理 4.3  在 m 维情况下，令 m-1 为超平面 P 为 m 维数据点 p 与 q 的排序分

界面，则对于任意终点位于超平面 P 上的聚合权函数向量 w，均有 fw(p) = fw(q)

成立。 

证明：记 m 维数据点 p 的坐标值为(p1, p2, …, pm)，q 的坐标值为(q1, q2, …, 

qm)，则 m-1 维超平面 P 以向量 pq = (q1 – p1, q2 – p2, …, qm – pm)为法向量，且排

序分界面 P 经过坐标系原点(0, 0, …, 0)。故可得排序分界面 P 的点法式方程

为： 

P = {x | (q1 – p1)x1 + (q2 – p2)x2 + … + (pm – qm)xm = 0} 

由此可知，对于终点位于超平面 P 上、起点为坐标系原点的聚合权函数向

量，有 

1 1 1 2 2 2

1

1 1

{ | ( ) ( ) ... ( ) 0}

{ | ( ) 0}

{ | }

{ | ( ) ( )}

P m m m
m

i i i
i
m m

i i i i
i i

w w

W w q p w q p w q p w

w q p w

w q w p w

w f q f p

=

= =

= − + − + + − =

= − =

= =

= =

∑

∑ ∑
 

 





  

 

故对于任意终点位于超平面 P 上的聚合权函数向量 w，均有 fw(p) = fw(q)成

立。证毕。 

定理 4.4  在 m 维情况下，令 m – 1 维超平面 P 为两 m 维数据点 p 与 q 的排

序分界面，则在超平面 P 的两侧，数据点 p 与 q 的 Top-k 检索排序的相对位置

相反。即若对于终点落在排序分界面 P 一侧的聚合权函数向量 w，有 fw(p) ≤ 

fw(q)， 则对于终点落在排序分界面 P 另一侧的聚合权函数 v，必有 fv(p) ≥ 
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fv(q)。 

证明： 根据定理 4.3，对于终点落在排序分界面 P 上的任意聚合权函数向

量 w，数据点 p 与 q 的聚合得分均相等，即有 fw(p) = fw(q)成立。 

取超平面 P 的一侧 PLeft，其空间方程为： 

PLeft = {x | (q1 – p1)x1 + (q2 – p2)x2 + … + (pm – qm)xm ≤ 0} 

故对于终点落在空间区域 PLeft 中的任意聚合权函数向量 w 的集合 WPLeft，

有 

Le 1 1 1 2 2 2

1

1 1

{ | ( ) ( ) ... ( ) 0}

{ | ( ) 0}

{ | }

{ | ( ) ( )}

P ft m m m

m

i i i
i
m m

i i i i
i i

w w

W w q p w q p w q p w

w q p w

w q w p w

w f q f p

=

= =

= − + − + + − ≤

= − ≤

= ≤

= ≤

∑

∑ ∑
 

 





  

 

即对于集合 WPLeft中的任意聚合权函数向量 w，均有 fw(p) ≤ fw(q)成立，即

数据点 p 的 Top-k 检索排序不优于 q（最大 Top-k 检索情况）。 

同理，对于超平面 P 的另一侧 PRight，其空间方程为： 

PRight = {x | (q1 – p1)x1 + (q2 – p2)x2 + … + (pm – qm)xm ≥ 0} 

故对于终点落在空间区域 PRight中的任意聚合权函数向量 v 的集合 VPRight，

有 

1 1 1 2 2 2

1

1 1

{ | ( ) ( ) ... ( ) 0}

{ | ( ) 0}

{ | }

{ | ( ) ( )}

PRight m m m

m

i i i
i
m m

i i i i
i i

v v

V v q p v q p v q p v

v q p v

v q v p v

v f q f p

=

= =

= − + − + + − ≥

= − ≥

= ≥

= ≥

∑

∑ ∑
 

 





  

 

即对于集合 WPLeft中的任意聚合权函数向量 w，均有 fw(p) ≥ fw(q)成立，即

数据点 p 的 Top-k 检索排序不劣于 q（最大 Top-k 检索情况）。 

故在排序分界面 P 的两侧，数据点 p 与 q 的 Top-k 检索排序的相对位置相

反。证毕。 

排序分界面的另一种理解是，根据引理 4.2，数据点 p 与 q 的 Top-k 检索排

序仅与其相应数据向量在聚合权函数向量方向上的投影的长度有关，而排序分

界面 P 经过坐标系原点、垂直于向量 pq，则导致当聚合权函数向量 w 位于超平

面 P 的一侧时，数据点 p 在聚合权函数向量 w 方向上的投影大于数据点 q 的投
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影，而当聚合权函数向量 w 位于超平面 P 的另一侧时，数据点 p 在聚合权函数

向量 w 方向上的投影小于数据点 q 的投影。在聚合权函数向量 w 上的投影长度

的变化直接导致了数据点 p 和 q 的 Top-k 检索排序的变化。 

排序分界面的定义及其性质将几何意义与 Top-k 检索的排序相关联，这对

Top-k 检索的解空间的预知性研究问题很有帮助。下面引入的更多的几何意义与

定理，可以更进一步地对 Top-k 检索的解空间进行预测。 

三、 聚合权函数空间的保序区域分解 

如引理 4.2 所述，聚合权函数向量 w 的模长度，不影响 Top-k 检索查询的

解集构成。故本文只考察聚合权函数向量的方向向量，则只需在空间中选定一

个特殊的超平面，使得所有聚合权函数向量的可能方向向量都穿过此超平面，

故此超平面覆盖了聚合权函数向量的所有取值，从而构成了聚合权函数的函数

空间。所以本文仅需研究此超平面的状况，即可考察到整个聚合权函数的函数

空间。 

上述设定的超平面可以有很多选择，比如 m 维空间中圆心为坐标系原点的

单位超球面的第一卦限部分，即 1/2m 单位超球面。为了简洁方便，不带来太多

的计算复杂性，本文中选定第一卦限的单位斜截面 E，有 

E = {x | x1 + x2 + … + xm = 1 且 xi ≥ 0} 

易知单位斜截面 E 满足设定要求，是聚合权函数的函数空间的一个双射。

结合本节第二小段引入的排序分界面，可知单位斜截面 E、即聚合权函数的函

数空间被众多排序分界面分割为许多封闭区域，记为{Ai}。三维情形下的示意

图如图十一所示。 

下面将研究聚合权函数的函数空间被排序分界面所分割出来的区域集合{Ai}

的性质和特点。 

定义 4.2  保序区域. 以上设定中，单位斜截面 E、即聚合权函数的函数空间

被排序分界面所分割出来的各个区域 Ai称为保序区域。 

下面两个定理说明了保序区域的重要性质。 

定理 4.5  对于方向向量的终点落在同一个保序区域内的所有聚合权函数向

量 w，数据集合中的所有数据项的 Top-k 检索排序均一致。 

证明：（反证法）考察某保序区域，对于该保序区域内的两个聚合权函数向

量 w 与 v，满足：向量 w 与向量 v 不平行，即其方向向量不是平行向量，且向

量 w 与向量 v 的方向向量均穿过同一保序区域。 
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图十一  三维情形下的保序区域示意图 

若存在数据项 p，其在基于聚合权函数 w 的 Top-k 检索中的排序与其在基

于聚合权函数 v 的 Top-k 检索中的排序不一致，此处假设在最大 Top-k 检索中，

数据项 p 在基于聚合权函数 w 的 Top-k 检索中的排序优于其在基于聚合权函数

v 的 Top-k 检索中的排序。 

因数据集合不变，数据项的总数 n 不会发生变化，则必存在至少一个不同

于 p 的数据项 q，满足：fw(p) ≥ fw(q)且 fv(p) ≤ fv(q)。则经过本节第二小段对排

序分界面的讨论及定理 4.4，聚合权函数向量 w 与 v 必位于数据点 p 与 q 的排序

分界面的两侧。这说明此排序分界面穿过此保序区域，这与保序区域的定义 4.2

相矛盾，故不存在这种情况。 

其他所有情形同理可证。证毕。 

定理 4.5 说明了保序区域的一个重要性质：保序性，对于方向向量的终点

落在同一个保序区域内的所有聚合权函数向量 w，数据集合中的所有数据项的

Top-k 检索排序均一致。 

引理 4.6  对于数据点 p 与数据点 q 的排序分界面 P，当聚合权函数向量 w

从排序分界面 P 的一侧微元变化到另一侧时，其产生的 Top-k 检索排序中 p 与 q

的位置发生对调，且 p 与 q 的排序位置必定是相邻的。即不存在另一数据点 r，

使得 fw(q) < fw(r) < fw(p)或 fw(q) > fw(r) > fw(p)。 

证明： 根据定理 4.4，当聚合权函数向量 w 从排序分界面 P 的一侧微元变

化到另一侧时，其产生的 Top-k 检索排序中 p 与 q 的位置发生对调。若存在另

一数据点 r，使得 fw(q) < fw(r) < fw(p)或 fw(q) > fw(r) > fw(p)。则在聚合权函数向

量 w 从 p 与 q 的排序分界面 P 的一侧微元变化到另一侧时，fw(q)与 fw(p)的大小
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关系发生对调，由于聚合权函数 fw为连续函数，fw(q)与 fw(p)将互相逼近直至相

等，随后互相分开。故数据点 q 与 r、数据点 p 与 r 的 Top-k 检索位置也将发生

对调，这与聚合权函数向量 w 从排序分界面 P 的一侧微元变化到另一侧的条件

矛盾。故假设不成立，证毕。 

下面的定理将说明保序区域与 Top-k 检索排序空间的特殊对应关系。 

定理 4.7  保序区域的集合到 Top-k 检索的排序组合空间的映射是一个单

射。 

证明：（反证法）假设：保序区域的集合到 Top-k 检索的排序组合空间的映

射不是一个单射。则存在不同的保序区域 A 与保序区域 B，方向向量的终点落

在保序区域 A 或保序区域 B 中的聚合权函数所产生的 Top-k 检索的排序是一致

的。 

不妨取保序区域 A 中的聚合权函数 w，与保序区域 B 中聚合权函数 v，若

假设成立，则有聚合权函数为 fw 时的 Top-k 检索排序与聚合权函数为 fv 时的

Top-k 检索排序完全一致。分类讨论： 

若保序区域 A 与 B 相邻，则根据保序区域的定义 4.2，保序区域 A 与 B 的

邻边必是一个排序分界面，这说明保序区域 A 与保序区域 B 分别位于一个排序

分界面的两侧，即聚合权函数向量 w 与聚合权函数向量 v 分别位于一个排序分

界面的两侧。则根据定理 4.4，必存在两个数据点 p 与 q，使得对于聚合权函数

向量 w 与聚合权函数向量 v，数据点 p 与 q 的 Top-k 检索排序的相对位置相

反。与假设的推论矛盾，故假设不成立。 

若保序区域 A 与保序区域 B 不相邻，则对于从区域 A 通往区域 B 的任一路

径，必定穿过任一排序分界面偶数次，才能保证所有数据项的 Top-k 检索排序

保持不变。而根据引理 4.6，此路劲必定为一个封闭环路，即保序区域 B 即为

保序区域 A 本身，两者为同一个保序区域，这与假设矛盾，故假设不成立。 

因此，保序区域的集合到 Top-k 检索的排序组合空间的映射是一个单射。

证毕。 

向量点乘积、排序分界面和保序区域是本算法中非常重要的几何意义，向

量点乘积构成了算法最底层的几何基础，而排序分界面将几何意义与 Top-k 检

索排序联系起来，是算法思想的重要桥梁。保序区域则是对聚合权函数的函数

空间的分解，是算法最重要的几何意义。 
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第二节 优化处理：从保序区域到保解区域 

一、优化处理的必要性 

在本章的第一节中，介绍了三个对算法非常重要的几何意义：向量点乘

积、排序分界面和保序区域。保序区域直接与算法的执行相关，体现了对 Top-

k 检索解空间预知性。然而，若不经过任何优化处理，将导致的直接困难就是

保序区域包含过多的无用信息，且数目庞大，不方便处理。 

事实上，根据本章第一节的探讨、定理 4.5 与定理 4.7，可以看出保序区域

有着非常严格的性质与特点：对于方向向量的终点落在同一个保序区域内的所

有聚合权函数向量 w，数据集合中的所有数据项的 Top-k 检索排序均一致。并

且，保序区域的集合到 Top-k 检索的排序组合空间的映射是一个单射。 

这些严格的性质，对于实时 Top-k 检索查询而言，并非必要。很多时候，

虽然大部分数据项的 Top-k 检索排序发生了很大的变化，对 Top-k 检索解集的

构成依然没有影响，即 Top-k 检索解集的构成保持不变。而保序区域的集合到

Top-k 检索的排序组合空间的单射性质亦非必要，这对 Top-k 检索的解集构成也

没有必要的影响。 

因此，对本章第一节中提出的初始几何意义进行优化处理是必要的，甚至

是重要的。 

首先，本节提出保解区域，这个比保序区域更为宽松的几何意义。 

定义 4.3  保解区域.  保持区域内的所有聚合权函数向量产生的 Top-k 检索的

解集的一致性的区域称为保解区域。 

可见，对于方向向量的终点落在同一个保解区域内的所有聚合权函数向量

w，产生的所有 Top-k 检索查询具有相同的解集构成。 

至此，本节提出三点优化处理的方案，优化的目的是减少数据量、剔除不

必要的排序分界面与最小化保解区域的数目。 

二、 Dominate Degree优化处理 

当数据量庞大的时候，并非所有的数据项都有可能成为 Top-k 检索的一个

解的，对于很多数据项，存在至少 k 个不同的数据项，在任何聚合权函数下的

聚合得分均高于它们，则这些数据项可以被剔除，不被考虑，用以大量减少数

据量。由于数据项数目的大量减少，排序分界面的数目也会大大减少，从而保

序区域的数量也会骤减。 
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首先，此处定义 Domination Relationship 如下（在最大 Top-k 检索查询情况

下）： 

定义 4.4  Dominate [7]. 数据项 x dominate 数据项 y，当且仅当以下条件同时

成立： 

（1） 对于任意 i, i ∈ {1, 2, …, m}，均有 xi ≥ yi； 

（2） 至少存在一个 j, j ∈ {1, 2, …, m}，使得 xj ≥ yj。 

基于 Dominate 的定义，可以提出 Domination Relationship 的衍生定义：

Dominate Degree 如下： 

定义 4.5  Dominate Degree [13]. 如果一个数据项 x 被 i 个数据项 dominate，

则它的 Dominate Degree 为 i，记为 dd(x)=i。 

下面提出两个定理，这两个定理很好地说明了 Dominate 和 Dominate 

Degree 在 Top-k 检索查询中的重要性质。 

推论 4.8  若数据项 x 被另一数据项 y 所 dominate，则对于任意非零聚合权

函数 f，均有 f(y) > f(x)。 

证明： 根据定义 2.1，聚合函数 f 是 Monotonic Function，如果 f (a1, a2 … 

am) ≤ f (a1’, a2’ … am’),其中对于任意 i 均有 ai ≤ ai’。由根据定义 4.4，可得 f(y) ≥ 

f(x)。又 f 为非零聚合权函数，则有 f(y) > f(x)。证毕。 

推论 4.9  若数据项 x 的 dominate degree 大于 k – 1，则对于任意聚合权函

数，x 均不可能成为 Top-k 检索的一个解。 

证明：由定义 4.5 可知，若数据项 x 的 dominate degree 大于 k – 1，则存在

至少 k 个不同的数据项 dominate 数据项 x，故根据推论 4.8，对任意聚合权函

数，均存在至少 k 个数据项的 Top-k 检索排序高于数据项 x，数据项 x 均无法成

为 Top-k 检索的一个解。证毕。 

由推论 4.9 可知，在进行预处理时，可以事先将所有 dominate degree 大于 k 

– 1 的数据项均剔除，不做考虑，方可大量减少需要处理的数据量，从而减少各

数据项所产生的排序分界面的数量以及保序区域的数目，降低处理难度。 

三、 多点共线的情况 

根据排序分界面的定义 4.1，排序分界面为经过坐标系原点、以两点所组成

的向量为法向量的 m – 1 维超平面，当存在多于两个点共线的情况时，这些点

均具有相同的排序分界面，可以将它们合并为一个。 
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四、 合并保序区域到保解区域 

如前所述，保序区域有着非常严格的性质与特点：对于方向向量的终点落

在同一个保序区域内的所有聚合权函数向量 w，数据集合中的所有数据项的

Top-k 检索排序均一致。并且，保序区域的集合到 Top-k 检索的排序组合空间的

映射是一个单射。 

这些严格的性质，对于实时 Top-k 检索查询而言，并非必要。很多时候，

虽然大部分数据项的 Top-k 检索排序发生了很大的变化，对 Top-k 检索解集的

构成依然没有影响，即 Top-k 检索解集的构成保持不变。而保序区域的集合到

Top-k 检索的排序组合空间的单射性质亦非必要，这对 Top-k 检索的解集构成也

没有必要的影响。 

因此，本小段作出的优化处理即为合并保序区域到保解区域。 

具体的处理过程如下： 

将单位斜截面 E 上的每一个保序区域视为图的结点，相邻保序区域之间连

上一边，构成一个无向图 G。取超平面 E 边界上的一个保序区域、即无向图 G

的一个结点 v0，取其中的一个聚合权函数进行 Top-k 检索，求出其 Top-k 检索

的解集 R。从 v0 开始对无向图 G 进行广度优先搜索 (Breadth First Search， 

BFS)，每次遍历经过排序分界面 P(x1, x2)时，考察若： 

   a. x1∈R 且 x2∈R，则 R 不变，合并两保序区域，去除此段排序分界面； 

   b. x1∉R 且 x2∉R，则 R 不变，合并两保序区域，去除此段排序分界面； 

   c. x1∈R 且 x2∉R，则将 x1从 R 中移出，将 x2并入 R 中，保留此段排序分

界面； 

   d. x1∉R 且 x2∈R，则将 x2从 R 中移出，将 x1并入 R 中，保留此段排序分

界面。 

经过以上过程的 BFS 之后，各区域的组成将发生较大的变化，区域的数目

随着不断的合并而大量减少。 

下面，证明这个处理过程的确是合并保序区域到保解区域，否则，这一处

理将对保持实时 Top-k 检索的正确性造成影响。 

定理 4.10  经过以上处理，所得的区域均为保解区域。 

证明： 首先，BFS 开始与选定的结点 v0，它代表了一个未经处理的、原始

的保序区域。处理过程第一步，计算出结点 v0 这一原始保序区域的 Top-k 检索

的解集。由于保序区域是保解区域的充分条件，故 v0本身也是一个保解区域。 
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随后，在 BFS 的过程中，每次遍历经过排序分界面 P(x1, x2)时，根据定理 

4.4，x1与 x2的 Top-k 检索排序发生对调，则分类讨论： 

   a. x1∈R 且 x2∈R，则 x1与 x2的 Top-k 检索排序发生对调对 Top-k 检索的

解集 R 的构成没有影响，故 R 不变，两保序区域的 Top-k 检索解集的组成是一

致的，故可合并两保序区域，去除此段排序分界面，因其对 Top-k 检索解集构

成无影响，此区域仍为保解区域； 

   b. x1∉R 且 x2∉R，则 x1与 x2的 Top-k 检索排序发生对调对 Top-k 检索的

解集 R 的构成没有影响，故 R 不变，两保序区域的 Top-k 检索解集的组成是一

致的，故可合并两保序区域，去除此段排序分界面，因其对 Top-k 检索解集构

成无影响，此区域仍为保解区域； 

   c. x1∈R 且 x2∉R，则 x1与 x2的 Top-k 检索排序发生对调将对 Top-k 检索

的解集 R 的构成造成影响，故将 x1 从 R 中移出，将 x2 并入 R 中，成为新的

Top-k 检索解集 R，保留此段排序分界面，因其导致 Top-k 检索解集构成发生变

化，此段排序分界面的两侧均为保解区域； 

   d. x1∉R 且 x2∈R，则 x1与 x2的 Top-k 检索排序发生对调将对 Top-k 检索

的解集 R 的构成造成影响，故将 x2 从 R 中移出，将 x1 并入 R 中，成为新的

Top-k 检索解集 R，保留此段排序分界面，因其导致 Top-k 检索解集构成发生变

化，此段排序分界面的两侧均为保解区域。 

综上所述，经过以上 BFS 之后，所得的区域均为保解区域。此过程合并保

序区域到保解区域。证毕。 

因此，以上的 BFS 过程保持了保解区域保解性的传递性。 

本算法中优化处理过程的目的，是合并保序区域到保解区域中，并且使得

保解区域的数目最小化。下面证明，经过以上三步优化处理之后，保解区域的

数目达到了最小化。 

定理 4.11 上述优化处理过程执行完毕之后，保解区域的数目达到了最小

化。 

证明： （反证法）假设经过上述优化处理之后，保解区域的数目依然可以

通过某种算法或可运算函数达到更少，则说明仍存在可以合并的保解区域。 

设保解区域 A 与保解区域 B，分类讨论： 

若保解区域 A 与保解区域 B 相邻，根据保序区域的定义  4.2，且保解区域

是有保序区域合并而成的，则保解区域 A 与保解区域 B 之间的所有相邻面均为
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排序分界面。考察其中任一排序分界面 P，设超平面 P 为数据点 x1与 x2的排序

分界面，根据上述 BFS 优化处理过程的描述，a、b 两种情况下，算法均将去除

排序分界面，故排序分界面 P 只可能是 c、d 两种情况下被算法所保留下来的。

分类讨论： 

若是情况 c：x1∈R 且 x2∉R，则在排序分界面 P 的两侧，数据点 x1与 x2的

Top-k 检索排序对调，即将变化为 x1∉R 且 x2∈R，说明 Top-k 检索的解集 R 的

组成发生了变化，在排序分界面 P 的两侧，Top-k 检索的解集 R 不一致，如果

将超平面 P 两侧的区域合并，则不保持保解性，无法构成保解区域。 

若是情况 d：x1∉R 且 x2∈R，与情况 c 的证明同理，在排序分界面 P 的两

侧，Top-k 检索的解集 R 不一致，如果将超平面 P 两侧的区域合并，则不保持

保解性，无法构成保解区域。 

故假设不成立。 

若保解区域 A 与保解区域 B 不相邻，则区域 A 或者区域 B 其一必然需要通

过合并其相邻的区域并最后与区域 B 合并，而如前所证，合并相邻保解区域后

无法保持保解性。故假设亦不成立。 

因此，上述优化处理过程执行完毕之后，保解区域的数目达到了最小化。

证毕。 

通过以上几个定理与描述，可以看出，经过本节的优化处理之后，可以较

为显著地减少检索的数据量，并减少排序分界面的个数，同时将带有过于严格

的性质特点的保序区域合并为更为宽松的保解区域，从而达到大大降低运算成

本和存储成本的目的。 

 

第三节 Solution Prediction Algorithm 

本章第一、第二节花费了大量的篇幅对几何意义、相关定理和优化处理进

行了详细入微的探讨，为基于预知解的 Top-k 检索算法（Solution Prediction 

Algorithm，SPA）提供了全面的理论支持与算法的正确性证明。 

在本节中，将对 SPA 算法作出正式的算法描述，作为本章的总结，SPA 算

法的算法描述如图十二所示。 

首先，在算法的第一步，如本章第二节中第二小段中 Dominate Degree 优化

处理所述，将数据集合中所有 dominate degree 大于 k – 1 的数据项，从而减少不
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必要的计算量。随后，在 SPA 算法的第二步中，对于每一个数据点对，求出它

们各自的排序分界面，同时根据本章第二节第三小段中多点共线情况的优化策

略，将多点共线的相同排序分界面合并为一个。在算法的第三步中，取第一卦

限的单位斜截面 E，结合上一步求出的排序分界面，求出所有初始保序区域

{Ai}。此后，进行本章第二节第四小段中的优化处理方案。构造无向图 G，对

其进行广度优先搜索 BFS，同时分情况将保序区域合并为保解区域。最后，可

以构造聚合权函数向量到 Top-k 检索解集的哈希函数，实时 Top-k 检索时，输

入聚合权函数，通过哈希函数可以高效地得到对应的 Top-k 检索解集。 

 

图十二  Solution Prediction Algorithm 算法描述 

第五章 算法高效性的实验验证 

第一节 实验设计综述 

本章为本文的实践部分——实验验证部分，本文的前四章均为理论层次上

的探讨、分析与证明，然而算法的高效性需要实验数据作为有力的实践支持。 

在本章中，将设计四大组实验，分别以数据库规模 n、数据库维度 m、检
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索结果规模 k 和数据库分布形态作为控制变量，对 5 个算法：Threshold 

Algorithm (TA) ， Density Threshold Algorithm (DTA) ，  Selective-Density 

Threshold Algorithm (S-DTA)，Top-k algorithms Based on Reverse Top-k (TBRT)与

Solution Prediction Algorithm (SPA)进行对比，用以证明本文提出的两个新算法

——TBRT 算法与 SPA 算法的高效性。 

 

第二节 实验参数设定与数据库描述 

本节介绍本次实验的默认实验参数的设定以及采用的一系列数据库的描

述。本次实验的所有算法的代码均使用 C/C++语言编程实现，所实现的算法均

在一个 8 处理器的计算机上运行，该计算机拥有 8GB 的共享内存，每一个中央

处理器均为 4 核心的 Intel Xeon E5430 处理器，主频为 2.66GHz。 

本组实验采用控制变量法进行对比实验设计，分别将数据库规模 n、属性

值个数 m 和检索结果规模 k 作为变量，同时生成了三个具有不同数据分布的数

据库，用以进行更客观的对比观察。各个实验参数的默认值如下表所示： 

表 3   实验默认参数设置 

Parameters Default Values 
The number of objects, i.e. n 10,000 
The number of lists, i.e. m 2 
The number of results returned, i.e. k 50 
The value of b 100 
The value of v 10 

同时使用斐波那契序列构造聚合权函数。记 Fi = 1, 1, 2, 3, 5 …为斐波那契

数，则聚合权函数为
1 1

( )
m m

i
i i

i i

Ff x x SUM F
SUM= =

= =∑ ∑ ，其中 。 

访问代价模型的设定：除 SPA 算法之外，其他四个算法（TA、DTA、S-

DTA、TBRT）均以对数据库中数据项的访问次数为访问代价。SPA 算法则以对

保解区域的访问次数作为访问代价。 

本实验共测试了三个合成的数据集 UI、NI 和 CO。其中默认数据库 UI 表

示数据库中每个属性表中的本地分数呈现均匀分布（uniform distribution），不同

的属性表相互独立。NI 表示每个属性表中的本地分数呈现正态分布（normal 

distribution），不同的表相互独立。CO 表示不同的属性表中的本地分数呈正相

关的关联分布（correlated distribution），亦即当一个数据项在某个属性上具有较
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高的得分时，它在其他的属性上也相应地有较高的得分，这与学生的各个学科

的成绩分布模型类似。 

 

第三节 实验结果与分析 

一、 数据库规模 n 为变量的对比实验 

在第一套实验中，令数据库规模，即数据项的个数 n 为变量，其他实验参

数均为表三中的默认参数，在 UI 数据库上执行三组对比实验，数据库规模 n 分

别为 1,000、10,000 和 100,000 时进行对照比较。实验结果如图十三所示： 

 
图十三    数据库规模 n 为变量的对比实验 

TBRT 算法与 SPA 算法对于 TA 算法、DTA 算法和 S-DTA 算法的效能提升

比率图分别如图十四所示。 

 
图十四    TBRT / SPA VS. TA / DTA / S-DTA 

由实验结果可以得知，TBRT 算法的性能始终显著优于 TA 算法、略优于 S-
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DTA 算法，并劣于 DTA 算法。SPA 算法则始终优于其他的所有算法，但在 n 值

巨大的时候对于 DTA 算法的性能优势变小。 

二、 属性个数 m为变量的对比实验 

在第二套实验中，令数据库维度，即属性表的个数 m 为变量，其他实验参

数均为表三中的默认参数，在 UI 数据库上执行三组对比实验，数据库维度 m

分别为 2、3 和 4 时进行对照比较。实验结果如图十五所示。 

 
图十五  属性个数 m 为变量的对比实验 

SPA 算法对于 TA 算法、DTA 算法和 S-DTA 算法的效能提升比率图如图十

六所示。 

 
图十六     SPA VS. TA / DTA / S-DTA 

由于 TBRT 算法受 RTA 算法的限制，无法应用于高维情况，故在高维数据

库中并未将 TBRT 算法作为性能比较的一个成员。从实验结果数据可以看出，

SPA 算法总体上仍优于所有其他算法，但在 m=4 的高维情况下，SPA 算法略劣

于 DTA 算法约 0.6%。 
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三、 检索结果规模 k 为变量的对比实验 

在第三套实验中，令检索结果规模 k 为变量，其他实验参数均为表三中的

默认参数，在 UI 数据库上执行三组对比实验，检索结果规模 k 分别为 50、100

和 200 时进行对照比较。实验结果如图十七所示： 

 
图十七    检索结果规模 k 为变量的对比实验 

TBRT 算法与 SPA 算法对于 TA 算法、DTA 算法和 S-DTA 算法的效能提升

比率图分别如图十八所示。 

 
图十八    TBRT / SPA VS. TA / DTA / S-DTA 

由实验结果数据可知，检索结果规模 k 对于 TA 算法、DTA 算法和 S-DTA

算法的性能影响较大，而对于 TBRT 算法与 SPA 算法的性能影响较小，如随着

k 值的增大，TBRT 算法与 SPA 算法的优越性变得明显。 

四、 在不同数据分布的数据库上的对比实验 

在第四套实验中，令所有实验参数均为表三中的默认参数，在三个具有不

同数据分布形态的数据库 UI、NI 和 CO 上执行三组对比实验。实验结果如图十

九所示。 
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图十九   在不同数据分布的数据库上的对比实验 

TBRT 算法与 SPA 算法对于 TA 算法、DTA 算法和 S-DTA 算法的效能提升

比率图分别如下： 

 

图二十    TBRT / SPA VS. TA / DTA / S-DTA 

由实验结果图可以看出，各算法在数据呈正相关分布的数据库 CO 上表现

均为最好，在加速比率上，TBRT 算法仍劣于 DTA 算法，而 SPA 算法则优于其

他所有算法。TBRT 算法与 SPA 算法在数据库 CO 上均有最佳的表现。 

五、 实验结果总结 

本章通过设计四组对照实验，从实践层次上证明了 TBRT 算法与 SPA 算法

的性能优越性。总体而言，根据以上四组实验数据的汇总结果，TBRT 算法相

对于 TA 算法效率平均提升 19.4%，对于 DTA 算法效率平均提升-8.3%（劣于

DTA 算法），对于 S-DTA 算法效率平均提升 5.6%；而 SPA 算法对于 TA 算法效

率平均提升 34.4%，对于 DTA 算法效率平均提升 12.1%，对于 S-DTA 算法效率

平均提升 23.2%。 
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第六章 总结与展望 

本文的主旨在于通过对 Top-k 检索解空间的预知性问题的研究，提高实时

Top-k 检索的性能与效率。本文首先对全文的核心问题：Top-k 检索查询问题进

行了严格的定义与规范，随后描述了 Top-k 检索问题的相关工作：Threshold 

Algorithm (TA)，Density Threshold Algorithm (DTA)与 Selective Density Threshold 

Algorithm (S-DTA)，这也是三个本文在对比实验中用于做性能对照的三个算

法。此后，本文定义了另一个检索问题：Reverse Top-k 检索问题，并介绍了解

决 Reverse Top-k 检索问题的算法——Reverse Top-k Algorithm (RTA)。察觉到

Reverse Top-k 检索问题与预知解问题的关联性，本文提出了基于 RTA 算法的衍

生算法：Top-k algorithms Based on Reverse Top-k (TBRT)。然而，由于 RTA 算

法仅能运行在属性值个数为二的情形下，这是一个很严格的限制。为了解除这

个限制，本文提出了基于预知解的高性能 Top-k 检索算法：Solution Prediction 

Algorithm (SPA)。为此，本文定义了一套全新的几何意义并证明了相关的定

理，从理论层次上证明了 SPA 算法的正确性与高效性。最后，通过一系列的实

验验证，从实践层次上证明了 TBRT 算法和 SPA 算法的高效性。 

Top-k 检索问题的算法研究依然是一个无尽的课题，预知解问题的研究也是

一个相对空白的方向。在以后的工作中，可以考虑将 RTA 算法进行改进，使其

可以应用于高维数的情况，从而 TBRT 算法也得到了相应的改进，不再受到维

数限制。另外，可以考虑将 Top-k 检索问题与 KNN 问题、Skyline 检索问题等

相关问题相联系，或许可以得到更为统一、整洁的高效算法。 
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